§ 3. Réunions et intersections

1. Réunion et intersection de deux ensemnbles
Soient X et Y deux ensembles; on appelle intersection de X et Y I'ensemble noté
Xny
ct défini comme suit : la relation ze XNY est équivalente a la conjonction des
relations
zeX et zeY;

autrement dit, X NY est formé des objets appartenant 4 la foisa X et 4 Y. On appelle
d’autre part réunion de X et Y I’ensemble noté

XuUuY
et défini comme suit : la relation ze XY est équivalente a la relation
zeX ou zeY;

autrement dit, Xu'Y est formé des objets appartenant soit a X, soit 4 Y, soit 3 X It
eta’yY. ‘

q Remarque 1. L'existence d’ensembles XNY et XY possédant les propriétés
indiquées est évidente intuitivement, mais ne I’est pas du tout mathématique-
ment. L'existence de XNY s’obtient 4 I'aide du Théoréme 4 du § 1 (qu'on
applique 4 X et a la relation xeY). Celle de XU Y s’obtiendrait de méme si
I'on savait d’avance qu’il existe un ensemble contenant i la fois X et Y (on
appliquerait alors le Théoréme 4 du § 1 & cet ensemble et a la relation ze X
ou zeY); mais 'existence d’un ensemble contenant 3 la fois X et Y est un
axiome (ou résulte d’un axiome plus général servant 4 former la réunion d’une
famille d’ensembles, cf. n° 2), de sorte qu’il est inutile de chercher 4 la démon-
trer mathématiquement.

Il est clair qu’on a les relations

XNYeX, YcXUY;
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en outre, soit Z un =nsemble quelconque; pour que Z soit contenu dans X et dans Y,
il faut et il suffit qu'on ait ;e X et e Y pour toutze Z,i.e. ze XNY,i.e. Zc XN Y;
ainsi, X n'Y est le plus grand ensemble contenu & la _fois dans X et dans Y. De méme, pour
que Z contienne X et Y, il faut et il suffit que Z contienne X UY, de sorte que XUY
est le plus petit ensemble contenant & la fois X et Y.

On dit que deux ensembles X et Y sont disjoints lorsque

XnY =g,

i.e. lorsque X et Y n’ont aucun élément commun.

Les regles de calcul gouvernant 'emploi des signes U et 1 sont trés simples,
et nous les utiliserons souvent sans référence; le lecteur établira lui-méme ces régles,
dont voici les principales :

XNY=YnX, XuY=Yux
Xn(YNZ) = (XnY)nZ, Xu(YuZ)=(XUY)uZz,
XN(YUZ) = (XNY)u(XnZ),

XU(YNnZ) = (XuY)n(XuZz),
(X—AN(X—B)=X—(AUB) si A,BcX.

2. Réunion d’une famille d’ensembles (*)

Soit (Ai):e; une famille d’ensembles (§ 2, n° 3, Remarque 4) ; on appelle réunion de cette
famille I'ensemble A défini comme suit : la relation x € A est équivalente 4 la rela-
tion

il existe un iel tel que Pon ait xeA,.
q

Lorsque I se compose de deux éléments seulement, notés i et j par exemple, il
est clair que la réunion n’est autre que I’ensemble A;UA; défini au n° précédent.
Dans le cas d’'un ensemble d’indices I quelconque, existence de la réunion est un
axiome des Mathématiques, et on doit donc se borner 4 ’admettre. L'unicité de la
réunion (i.e. le fait qu’il existe au plus un ensemble A possédant la propriété indiquée)
peut par contre se démontrer, 4 I’aide du § 1, Théoréme 2.

Remarque 2. Quand on parle d’une famille d’ensembles (A,);er, on ne suppose
pas que les A; soient des parties d’'un méme ensemble indépendant de indice
1; mais l'existence de la réunion montre qu’en fait il en est bien ainsi (il y a
méme plus : compte-tenu du Théoréme 4 du § 1, existence d’un ensemble
contenant tous les A; est équivalente & I’existence de leur réunion).

Pour désigner la réunion d’une famille d’ensembles (A))ie;, on emploie la

notation
U Aij

(*) En premiére lecture, on pourra se dispenser d’étudier ce n® et le suivant, ou les consi-
dérer comme des exercices.
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bien que la notation en question fasse intervenir une lettre i (qui désigne, intuiti-
vement, un « élément variable » de I), le résultat ne dépend évidemment pas de i, et
on peut, dans la notation précédente, utiliser au lieu de la lettre i toute autre lettre
non encore employée par ailleurs.

THuEOREME 1. Soit A la réunion d’une famille d’ensembles (A))ie. Pour qu'un ensemble X
contienne A; quel gue soit 1 € 1, il faut et il suffit que X contienne A.

Supposons que X contienne tous les A;; st xe A, il existe un i tel que xe A,
et comme A;c X on a xe X; donc A c X. Inversement, si X contient A, pour montrer
que X contient tous les A, il suffit d’établir que A > A; pour tout i, ce qui est clair.

TuEOREME 2 (associativité de la réunion). Soient (A;)ie: et (I.): ea deux familles d’en-

sembles, et supposons que
I= l ] In:

LEA
on a alors
UAi=U(UA,).
el LEA

igl
A

Posons en effet

B :UAE:

reh

pour qu’un x appartienne 2 la réunion de la famille (A;); il faut et il suffit qu’il
existe un 11 tel que xe A;; comme I est réunion des I, cela signifie qu’il existe
un e A et un i el tels que xe A,, donc qu’il existe un Ae A tel que xeBy; par
suite, la réunion de la famille (A;).g est identique A celle de la famille (B)ie,
ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3. Le Théoréme 2 exprime que, pour calculer une réunion. on peut
en partager les termes en groupes et remplacer chaque groupe par sa réunion.

TutorEME 3. Soient f: X — Y une application, et (A.)ie; une famille de parties de X.

On a alors
r(Ua)=Usa.

ViEglL iel

Pour ye Y, la relation

ye Uf(Ar)

igl

équivaut a Pexistence d’un iel tel que ye f(A), i.e. & 'existence d'uniel et
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d’'un x € A tels que y = f(x), i.e. a I'existence d’un x vérifiant

y =f(x) et erA,»,

el
ce qui acheéve la démonstration,
3. Intersection d’une famnille d’ensembles

On appelle intersection d’une famille non vide (*) d’ensembles (A;);e; I'ensemble A
défini comme suit : la relation x e A est équivalente a la relation

xeA; pour tout iel.
Cette intersection se désigne par la notation

[a..

ier

THuEOREME 4. Soit A Pintersection d’une famille non vide d’ensembles (A));e. Pour qu'un
ensermble X soit conlenu dans A, il faut et il suffit qu'il soit contenu dans A; pour tout ie 1.

La démonstration est analogue 4 celle du Théoréme 1, et peut étre laissée au
lecteur 2 titre d’exercice.

TuforEME 7 (associativité de Dintersection). Soient (A))ier et (Ii)ien deux familles
d’ensembles; on suppose I, A et les Iy non vides, et que

I:Uh;

LEA

ﬁA;=ﬂ(ﬂm

iel el

on a alors la relation

La démonstration est analogue a celle du Théoréme 2.

TutorEME 6. Sotent f: X — Y une application et (A))izx une famille non vide de parties

de X. On a alors
A a) el Vs

v lEel

AN

(*) Cette condition signifie que I est non vide. Si I est vide, la relation « on a x€ A,
pour tout il » est vérifiée quel que soit x, et par suite ne définit pas un ensemble (sinon
I’ensemble de tous les ensembles...).

51 f est injective, on a
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Si xe A; pour tout 7, on a f (x) & f(A;) pour tout i, ce qui prouve la premitre
assertion du Théoréme. Supposons maintenant finjective, et considérons un élément
¥ de Dintersection des f(A:); pour tout 7 il existe donc un élément de A, soit x,
tel que y = f(x;); mais comme f est injective, il existe un seul x tel que y = f(x),
et ou a donc nécessairement x = x; pour tout ¢; ainsi, x € A; pour tout 7, et y appar-
tient 4 I'image par f de I’intersection des A;; on a donc

Nraver(Nal),

ce qui établit la seconde assertion du Théoréme puisqu’on a de toute fagon P’inclu-
sion opposée.

Remarque 4. La seconde assertion du Théoréme ci-dessus peut étre en défaut
si f n'est pas injective. Prenons par exemple pour Y un ensemble conte-
nant au moins deux éléments a et b, pour X le produit Y x Y, et pour f
I’application pr,; soient A ’ensemble des couples (a, y), yeY, et B ’ensemble
des couples (b, ), y€Y; on a évidemment ANB =@, donc f(ANB) =@;
par contre, f (A) = f(B) =Y, de sorte que / (A) N f (B) est non vide.

THEOREME 7. Sotent f: X — Y une application et (A;):cx une famille non vide de parties

de Y. On a alors
(AN A

iel iel

En effet, pour qu'un xe X appartienne au premier membre, il faut et il suffit
que f (x) appartienne a l'intersection des A, i.e. que f () € A; pour tout 7, autrement
dit que xe f-1(A,) pour tout 7, ou enfin que x appartienne au second membre,
d’ou le Théoréme,

On démontrerait de méme la formule

) -G

TrutorEME 8. Soit (A))ier une famille non vide de parties d’un ensemble X. On a les rela-

Lions
X—UA;zO(X—Ai); X_mAi=U(X—A¢}

iel iel

Soit en effet x & X; la relation

xEX—mAi

i€l
équivaut 2 la négation de la relation

pour tout iel ona xeA,
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donc a la relation
il existe un iel tel que xeA,,

donc a

il existe un el tel que xeX —A,,

Xe U (X —A),

igl

donc a

ce qui établit la premiére formule. La seconde s’en déduit en tenant compte de la
relation X — (X — A) = A, valable pour toute partie A de X.




